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▷ 1. Ïðè ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíó òðè øêîëüíèêà ðåøàëè 2024 çàäà÷è. Êàæ-
äûé ðåøèë 1200 èç íèõ, êàæäóþ çàäà÷ó êòî-íèáóäü ðåøèë. Çàäà÷à íàçûâàåòñÿ
òðóäíîé, åñëè å¼ ðåøèë òîëüêî îäèí øêîëüíèê, è ë¼ãêîé, åñëè å¼ ðåøèëè âñå
òðè øêîëüíèêà. Êàêèõ çàäà÷ áîëüøå � ë¼ãêèõ èëè òðóäíûõ? Íà ñêîëüêî?

Ðåøåíèå: 448.
Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ êðóãè Ýéëåðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
aj êîëè÷åñòâî çàäà÷, ðåø¼ííûõ òîëüêî j-ì ó÷åíèêîì, ÷åðåç aij � êîëè÷åñòâî
çàäà÷, ðåø¼ííûõ òîëüêî i-ì è j-ì ó÷åíèêàìè, ÷åðåç a123 � êîëè÷åñòâî çàäà÷,
ðåø¼ííûõ âñåìè ó÷åíèêàìè. Òîãäà êîëè÷åñòâî òðóäíûõ çàäà÷ � a1 + a2 + a3,
ë¼ãêèõ � a123. Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà s = a1 + a2 + a3 − a123. Ñîãëàñíî óñëî-

âèþ, èìååì ñèñòåìó:


a1 + a2 + a3 + a12 + a13 + a23 + a123 = 2024

a1 + a12 + a13 + a123 = 1200

a2 + a23 + a23 + a123 = 1200

a3 + a13 + a23 + a123 = 1200.
Ñëîæèâ ïî÷ëåííî òðè ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ñèñòåìû è îòíÿâ óäâîåííîå ïåðâîå,
íàéä¼ì −a1 − a2 − a3 + a123 = 3600− 4048 = −448, îòêóäà s=448. Ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî òðóäíûõ çàäà÷ áîëüøå, è áîëüøå íà 448.

▷ 2. Äàí îòðåçîê 4
√
5. Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîéòå îòðåçîê

äëèíîé
√
5.

Ðåøåíèå: Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ìîæíî èç îòðåçêîâ a è b ïîñòðîèòü
îòðåçêè

√
a2 + b2 è

√
ab, à òàêæå ðàçäåëèòü îòðåçîê íà çàäàííîå ÷èñëî ÷àñòåé.

Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè 4
√
5 è 2 4

√
5 èìååò ãèïîòåíóçó 53/4.d =√

4
√
5 · 53/4 =

√
5.

▷ 3. Ïóñòü a1a2 . . . ak - äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü k-çíà÷íîãî ÷èñëà. Íàéäèòå âñå
÷åòûð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
a1a2a3a4 = a1a2 · a3a4 + 2024.

Ðåøåíèå:
a1a2 = x ∈ [10; 99], a3a4 = y ∈ [10; 99]
100x+ y = x · y + 2024
(x− 1)y − 100(x− 1) + 1924 = 0
(x− 1)(100− y) = 1924 = 4 · 481 = 4 · 13 · 37

9 ⩽ x− 1 ⩽ 98
1 ⩽ 100− y ⩽ 90
a · b = 4 · 3 · 37{
a = 13

b = 148{
a = 37

b = 52

{
x = 38

y = 48{
a = 26

b = 74

{
x = 27

y = 26{
a = 52

b = 37

{
x = 53

y = 63{
a = 74

b = 26

{
x = 75

y = 74
3848− 38 · 48 = 2024
2726− 27 · 26 = 2024
5363− 53 · 63 = 2024
7574− 75 · 74 = 2024

Îòâåò: (3848, 5363, 2726, 7574)

▷ 4. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 5. Â ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû CA ðàñ-
ïîëîæåíà òî÷êà M òàêèì îáðàçîì, ÷òî AM = 1

3AC. Â ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû
AB ðàñïîëîæåíà òî÷êà N òàêèì îáðàçîì, ÷òî BN = 1

3AB. Â ïðîäîëæåíèè
ñòîðîíû BC ðàñïîëîæåíà òî÷êà K òàêèì îáðàçîì, ÷òî CK = 1

3BC. Íàéäèòå
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà MKN .

Ðåøåíèå:
Ïîñêîëüêó AM = 1

3AC, AN = 4
3AB, sin∠NAM = sin∠BAC, ïëîùàäè òðå-

óãîëüíèêîâ NAM è ABC îòíîñÿòñÿ êàê 4
9 , òî åñòü SADC = 4

9 ∗ 5 = 20
9 . Òà-

êóþ æå ïëîùàäü èìååò êàæäûé èç òðåóãîëüíèêîâ KBN è MCK. Çíà÷èò,
SMKN = 5 + 3 ∗ 20

9 = 35
3

▷ 5. Ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ òðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
÷èñëà N , åñëè
à) N = 9 · 22024,
á) N = 9 · 22025?

Ðåøåíèå: 9 = 22 + 22 + 1
2 · 9 = 42 + 12 + 12

à) (21012 · 2)2 + (21012 · 2)2 + (21012 · 1)2 = 22024(22 + 22 + 1︸ ︷︷ ︸
9

)



á) 22·1013−1 · 9 = 22(1013−1)((22)2+12+12) = 22·1013−2(2 · 9) = (21012 · 4)2+(21012 ·
1)2 + (21012)2

▷ 6. Íîìåðà êàêèõ ãîäîâ XXI âåêà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå 2n − 2k,
ãäå n è k - íàòóðàëüíûå ÷èñëà?

Ðåøåíèå: 212 − 211 = 211 = 2048
211 − 25 = 2016
211 − 24 = 2032
211 − 23 = 2040
211 − 22 = 2044
211 − 2 = 2046

▷ 7. Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå îáîçíà÷àåòñÿ çíàêàìè
�!� è �?�, íî âàì íåèçâåñòíî, êàêîé çíàê êàêîé îïåðàöèè ñîîòâåòñòâóåò. Êàæ-
äàÿ îïåðàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì ÷èñëàì, íî ïðè âû÷èòàíèè âàì íåèçâåñòíî,
âû÷èòàåòñÿ ëåâîå ÷èñëî èç ïðàâîãî èëè ïðàâîå èç ëåâîãî. Ê ïðèìåðó, âûðàæå-
íèå a?b îáîçíà÷àåò îäíî èç ñëåäóþùèõ: a− b, b− a èëè a+ b. Âàì íåèçâåñòíî,
êàê çàïèñûâàþòñÿ ÷èñëà â ýòîì ãîñóäàðñòâå, íî ïåðåìåííûå a, b è ñêîáêè åñòü
è èñïîëüçóþòñÿ êàê îáû÷íî. Îáúÿñíèòå, êàê ñ ïîìîùüþ íèõ è çíàêîâ �!�, �?�
çàïèñàòü âûðàæåíèå, êîòîðîå ãàðàíòèðîâàííî ðàâíî 20a− 24b.

Ðåøåíèå:
Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (a?a)!(a?a) âñåãäà ðàâíî íóëþ. Â äàëüíåéøåì ìû
ìîæåì èñïîëüçîâàòü 0, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî âìåñòî íåãî äîëæíî áûòü çàïèñàíî
èìåííî ýòî âûðàæåíèå. Âûðàæåíèå (x?0)?(0?y) âñåãäà ðàâíî x+y. Àíàëîãè÷íî,
òåïåðü ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îïåðàöèþ + ñ äâóìÿ àðãóìåíòàìè. Âûðàæåíèå
0?((0!(x!0))?0) âñåãäà ðàâíî −x.
Òåïåðü ëåãêî âûïèñàòü èñêîìîå âûðàæåíèå
((...(a+ a) + ...+︸ ︷︷ ︸

+19

a) + (−((...(b+ b) + ...+︸ ︷︷ ︸
+23

b)).

▷ 8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷èíàåòñÿ ÷èñëàìè 3 è 2. Êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîñëåäíÿÿ öèôðà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðåäû-
äóùèõ. Êàêîå ÷èñëî ñòîèò íà 2024 ìåñòå?

Ðåøåíèå: Âûïèøåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

3, 2, 6, 2, 2, 4, 8︸ ︷︷ ︸
ïåðèîä

, 2, 6, . . .

Ïîñêîëüêó â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñòðåòèëèñü äâå öèôðû 2 è 6, êîòîðûå áûëè
çàïèñàíû ïðåæäå, òî äàëüøå öèôðû áóäóò ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿòüñÿ.
Äëèíà ïåðèîäà ñîñòàâëÿåò øåñòü öèôð. Äåëèì (2024 − 1) íà 6, ïîëó÷àåòñÿ â
îñòàòêå 1. Îòñ÷èòûâàåì ïåðâóþ öèôðó â ïåðèîäå � ýòî 2.

Îòâåò: 2.

▷ 9. Ðåøèòü óðàâíåíèå
[
7+8x

5

]
= 10x−1

3 , ãäå [a] - öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.

Ðåøåíèå: x ∈ (−∞; 0) ∪ (0;+∞), x
y = t

x ∈ (−∞; 0) ∪ (0;+∞), x
y = t

2 + 3
2 t = {1 + t2}

{x+ n} = {x}
{t2} = 2 + 3

2 t, 0 ⩽ 2 + 3
2 t < 1,− 4

3 ⩽ t < − 2
3

4
9 < t2 ⩽ 1 7

9

4
9 < t2 < 1

{t2} = t2, t ∈ (−1;− 2
3 )

1 ⩽ t2 ⩽ 16
9

{t2} = t2, t ∈
[
− 4

3 ;−1
]

t2 − 3
2 t− 2 = 0

t1 = 3
4 +

√
9
16 + 2 = 3+

√
41

4 /∈ (−1;− 2
3 )

t2 = 3−
√
41

4 ∈ (−1;− 2
3 )

2.t2 − 3
2 t− 3 = 0

t1 = 3
4 +

√
9
16 + 3 = 3+

√
57

4 /∈
[
− 4

3 ;−1
]

t2 = 3−
√
57

4 ∈
[
− 4

3 ;−1
]

Îòâåò: { 3−
√
57

4 ; 3−
√
41

4 }.

▷ 10. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíó òðîéêó ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
m, n, k òàêèõ, ÷òî m3 + n3 + k3 = 96059601.

Ðåøåíèå:
S(96059601) = 9 · 10673289(= N1) = 92 · 1185921(= N2) = 93 · 131769(= N3) =
94 · 14641(= N4) =

S(N) = 36, S(N1) = 36, N1

...9, S(N2) = 27, N2

...9, S(N3) = 27, N3

...9, N4

...11 = 11 ·
1331 = 112 · 121 = 114 S1 = 1 + 6 + 1 = 8, S2 = 4 + 4 = 8, S1 − S2 = 0
N = 94 · 114 = 994

m = α · 99, n = β · 99, k = γ · 99
23 = 8, 33 = 27, 43 = 64, 23 + 33 + 43 = 99
α3 + β3 + γ3 = 99
α = 2, β = 3, γ = 4
(198, 297, 396).
Îòâåò: (198,297,396).


